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Thema der Unterrichtsreihe: Kongruenzgeometrie mit Dreiecken

Thema der Unterrichtsstunde: Die „lahme Rampe“ als Beispiel einer mehrdeutigen Konstruktion von Dreiecken unter Anwendung der DGS Cinderella und die Entwicklung einer Mind Map der möglichen Lösungen mit dem Ziel den Kongruenzbegriff einzuführen.
Stundenziele:
Die SuS nutzen Dynamische Geometrie Software, um verschiedene Dreiecke mit zwei vorgegebenen Seitenlängen zu konstruieren mit dem Ziel zur Erkenntnis zu gelangen, dass ein Dreieck über die Angabe zweier Seitenlängen nicht eindeutig konstruierbar ist.

Die SuS nutzen Dynamische Geometrie Software, um Vorschläge zur eindeutigen Konstruierbarkeit von Dreiecken am Beispiel der Rampe zu entwickeln.

Die SuS können ihre Strukturierungs- und Kommunikationsfähigkeit fördern, indem sie die entwickelten Vorschläge in einer Mind Map mit Hilfe der Software MindManager Pro X5 veranschaulichen.

Die SuS lernen am Beispiel der erweiterten Konstruktionsmöglichkeiten den Kongruenzbegriff für Dreiecke kennen.

Didaktisch-methodische Begründungen:

Das Themenfeld Kongruenzen mit den Unterpunkten Dreiecksgrundkonstruktionen, Kongruenzbegriff und Kongruenzsätze ist obligatorischer Inhalt der Doppeljahrgangstufe 7/8.

Die Einführung in den Themenkomplex Kongruenz ist über verschiedene Ansätze möglich. Zwei mögliche Ansätze sollen in ihren Vor- und Nachteilen bezogen auf die gewählte Form der Verwendung in der Unterrichtsreihe diskutiert werden. Der Kongruenzbegriff kann zum einen abbildungsgeometrisch oder zum anderen als Grundbegriff im Sinne einer eindeutigen Konstruierbarkeit entwickelt werden.
 Bei der abbildungsgeometrischen Einführung über Achsenspiegelungen, Punktspiegelungen, Drehungen oder Verschiebungen ist eine Wiederholung und Klärung der in diesem Zusammenhang auftretenden Begriffe notwendig. Im Sinne eines Spiralcurriculums und einer nachhaltigen Festigung dieser Inhalte weist dieser Ansatz eindeutige Vorteile auf. Dem gegenüber steht der erhöhte Zeitbedarf im Vorfeld, vor der eigentlichen Behandlung des Kongruenzbegriffes. Die zuvor erwähnten Wiederholungen als Voraussetzung für die Behandlung der Kongruenz sind bei einer Einführung über die Frage nach der eindeutigen Konstruierbarkeit eines Dreieckes aus gegebenen Seiten oder Winkeln nicht notwendig. Meiner Meinung ist dieser Zugang zum Kongruenzbegriff weniger abstrakt als die zuvor vorgestellte Möglichkeit und bietet auch für die Umsetzung im Unterricht mehr Möglichkeiten im Bereich der Motivation und des Alltagsbezuges. Diese Gründe sind ausschlaggebend für die Wahl einer Einführung über die Konstruierbarkeit von Dreiecken.

Nachdem die Entscheidung für einen methodischen Ansatz zur Einführung von Kongruenzen getroffen wurde, soll nun die konkrete Umsetzung für die heutige Stunde dargelegt werden. Es besteht die Möglichkeit diesen Ansatz in einem rein mathematischen oder in einem anwendungsorientierten Kontext zu behandeln. Die erstgenannte Vorgehensweise führt ohne große Umwege zügig zum gewünschten Kongruenzbegriff. Im Sinne eines modernen Mathematikunterrichtes und einer gewünschten Verdeutlichung, dass Mathematik im Alltag gegenwärtig ist, also einen Lebensweltbezug hat, habe ich diese Möglichkeit verworfen und mich bemüht, einen motivierenden und zugleich den zuvor aufgeführten Aspekten berücksichtigenden Einstieg für die SuS zu finden.

Ein Ansatz, der die oben aufgeführten Aspekte berücksichtigt, ist die Konstruktion einer Rampe für Inline-Skates oder Skateboards aus den gegebenen Maßen von zwei Seiten (hier: Schrägseiten).
 Gleichzeitig wird der im Lehrplan geforderte problemorientierte Mathematikunterricht und die sich daraus ergebene Lösungsbedürftigkeit berücksichtigt.
 In einem ersten Schritt sollen die SuS mit einem vorbereiteten elektronischen Cinderella-Arbeitsblatt die Konstruktion eines Dreieckes aus den angegebenen Maßen selber durchführen. Dabei soll jede Schülerin bzw. jeder Schüler eines Zweierteams ein Dreieck konstruieren und anschließend sollen die erstellten Dreiecke untereinander verglichen werden. Die Werkzeugauswahl ist bewusst eingeschränkt worden, um komplizierte und zeitaufwändige Konstruktionen, die hier nicht notwendig sind, zu unterbinden. An dieser Stelle sollte durch verschiedene Dreiecke deutlich werden, dass eine eindeutige Konstruktion nicht möglich ist. Sollte in den jeweiligen Zweierteams durch „Abgucken“ vom Partner identische Dreiecke konstruiert werden, werde ich die SuS auffordern, diese mit denen der Nachbarteams zu vergleichen. Spätestens hier sollte die gewünschte Erkenntnis, dass unterschiedliche Lösungen zu dieser Aufgabe existieren deutlich werden. Die zur Verfügung stehenden Cinderella-Werkzeuge (Abstand messen, Winkel messen) ermöglichen den SuS einen Vergleich von Dreiecken mit sehr ähnlichem Aussehen. An dieser Stelle liefert die Dynamische Geometrie Software (im Weiteren kurz: DGS) eventuell eine größere Genauigkeit als das menschliche Auge und kann hier zum Vorteil eingesetzt werden. Schnell arbeitende SuS haben über die zur Verfügung stehenden Werkzeuge die Möglichkeit, die unterschiedlichen Größen (Winkel, Seiten) im Sinne einer Differenzierungsmaßnahme zu erkunden. 

Unter Verwendung des zweiten elektronischen Arbeitsblattes sollen die SuS die zwei Rampen vergleichen und die Frage „Was ist falsch gemacht worden?“ beantworten. An dieser Stelle wäre alternativ eine geschlossenere Fragestellung oder ein komplettes Weglassen der Frage möglich gewesen. Aus zeitökonomischen Gründen habe ich mich für das Hinzufügen einer Fragestellung entschieden, die von der Mehrzahl der SuS ohne Probleme bearbeitet werden kann. Die Möglichkeiten einer geschlosseneren Fragestellung halte ich für die Schülergruppen mit Problemen in der Hinterhand. Zusätzlich stehen für diese Arbeitsphase noch zusätzliche Tippkarten als innere Differenzierungsmaßnahme bereit (siehe Anlage). In dieser Phase erwarte ich von den SuS, dass sie die Notwendigkeit einer weiteren Größenangabe des Dreieckes erkennen und diese anschließend konkretisieren. Durch die verschiedenen Lösungsmöglichkeiten besteht auch hier wieder eine Differenzierungsmöglichkeit und Schülergruppen, die schnell zu einer Lösung gelangen, können ermutigt werden, weitere Möglichkeiten zu suchen.

Diese Erkenntnisse könnten auch ohne die vorangehende Konstruktion eines Dreieckes als Rampenmodell mit den angegebenen Maßen von zwei Seiten erhalten werden. In Bezug auf den Kongruenzbegriff – eindeutige Konstruierbarkeit eines Dreieckes aus angegebenen Maßen – halte ich diese Konstruktion aber für unverzichtbar. Die SuS erfahren die Konstruierbarkeit virtuell handlungsorientiert, wodurch die enaktive Repräsentationsebene des E-I-S-Prinzips nach Bruner bzw. in der Erweiterung zum Ankermodell C-E-I-S nach Hole berücksichtigt wird.
 

Während der Arbeitsphasen mit den elektronischen Cinderella-Arbeitsblättern setzen die SuS ihre Kenntnisse im Umgang mit der DGS Cinderella aus den vorangehenden Stunden zum Themenschwerpunkt „Besondere Linien in Dreiecken“ ein. Der Umgang mit den einzelnen Werkzeugen bereitete hier keine Schwierigkeiten. Zwei Schülerinnen dieser Lerngruppe wiederholen diese Klasse und könnten in den Unterrichtsgespräche Kenntnisse aus dem letzten Schuljahr einbringen. Je nach Tragweite der eingebrachten Informationen werde ich diese an die Lerngruppe zum Nachdenken zurückgeben oder für diesen Moment ignorieren und an einem späteren Zeitpunkt wieder aufgreifen.

Bei der Zusammenführung aus der Arbeitsphase zum zweiten elektronischen Cinderella-Arbeitsblatt wird die Angabe der drei Innenwinkel und der dritten Dreiecksseite erwartet. Die letztgenannte Angabe entspricht dabei dem Kongruenzsatz SSS (Seite Seite Seite), und die Winkel entsprechen je nach Lage dem Kongruenzsatz SWS (Seite Winkel Seite) bzw. SSW (Seite Seite Winkel). Eine Unterscheidung zwischen SsW und sSW ist an dieser Stelle von den SuS nicht zu leisten und wird auch nicht erwartet. Sollte in dieser Gruppe eine Angabe von den SuS nicht benannt werden, versuche ich diese durch gezielte Impulse zu entwickeln. Auf Grund des zuvor behandelten Stoffes sind auch Vorschläge zu den Höhen, Mittelsenkrechten, Seiten- und Winkelhalbierenden zu erwarten. Da die weitere Behandlung der Kongruenzsätze von einer vollständigen Sammlung der besonderen Linien im Dreieck unabhängig ist, werde ich an dieser Stelle keine weiteren Impulse setzen. Sollten die SuS die Außenwinkel ansprechen, soll diese Angabe durch die entsprechende Umrechnung auf den jeweiligen Innenwinkel zurückgeführt werden. 

Nach den Überlegungen der SuS zur Problemlösung müssen diese zusammengefasst und gesichert werden. Da sich die zu erwartenden SuS-Antworten in drei Kategorien (Angabe einer Seite, Angabe von Winkeln, Angabe von besonderen Linien in Dreiecken) einteilen lassen, habe ich mich methodisch für die Erstellung einer Mind Map entschieden. Mind Maps können im Unterricht unter anderem zum Auswerten von Texten, Wiederholen von Lernstoff, Planung von Projekten und zur Ideenfindung eingesetzt werden.
 Konkret auf die Unterrichtsstunde bezogen, dient die Mind Map der Ideenfindung und ermöglicht gleichzeitig einen Überblick über den Ablauf der Unterrichtsreihe.

Für die Entwicklung der Map bieten sich methodisch zwei Wege an. Zum einen der herkömmliche Weg mit Hilfe von Karteikarten und anschließendem Clustern oder zum anderen der Einsatz von neuen Medien. Die erstgenannte Variante wurde auf Grund der Randbedingungen im Informatikraum (Anordnung der Tische im Tafelbereich) verworfen. Gleichzeitig sprechen eine übersichtliche Darstellung, eine ansprechendere Gestaltung, eine einfacher Sicherung und die Möglichkeit der flexiblen Änderung und Weiterentwicklung für den Einsatz neuer Medien. Zum Einsatz kommt hier das Programm MindManager ProX5, das im Rahmen einer aktuell laufenden Onlinefortbildung im Seminar kostenlos zur Verfügung gestellt wurde.
 Bei etwaigen technischen Problemen werde ich auf die herkömmliche Erstellung der Map zurückgreifen.

Die Erstellung der Mind Map soll im Plenum zusammen mit der Klasse erfolgen. Begründet wird dies durch die erstmalige Erstellung einer Mind Map und durch die fehlende Kenntnis im Umgang mit der verwendeten Software bei den SuS. Bei entsprechenden Vorkenntnissen hätte diese Erstellung auch in Kleingruppen erfolgen können.
 Auf Grund der gegebenen Voraussetzungen der SuS können sich weitere Probleme bei der Erstellung der Map ergeben. Mangelndes Vertrauen der SuS in ihren eigenen Ideen, werde ich mit Ermutigungen begegnen. Sollten einzelne Ideen nicht an den richtigen Zweigen der Map angeordnet werden, versuche ich durch Impulse die SuS zum erneuten Nachdenken zu bewegen und eine Korrektur bzw. Erweiterung zu erreichen. Hierbei besteht dann die Gefahr, dass die gesamte Erstellung zu sehr gelenkt wird.

Je nach benötigter Zeitdauer für die Erstellung der Mind Map, existieren unterschiedliche Ausstiegsmöglichkeiten aus der Stunde. Ein sinnvoller Einschnitt kann nach der Erstellung der Mind Map liegen. An dieser Stelle sollen sich die SuS noch einmal einen Überblick über die Stundeninhalte verschaffen und Überlegungen zur Weiterarbeit in den nächsten Stunden anstellen. An Hand der Map kann zudem das Vorwissen aktiviert werden. Die Konstruierbarkeit eines Dreieckes nach dem Kongruenzsatz SSS wurde im Zusammenhang mit der Erarbeitung der Dreiecks-ungleichung schon behandelt. Weiter sollte auf jeden Fall das Ziel, Konstruierbarkeit einer baugleichen bzw. identischen Rampe, hervorgehoben werden. Bei entsprechend zur Verfügung stehender Zeit kann im Anschluss daran die Übertragung des Modells in die Mathematik bis zur Definition des Kongruenzbegriffes vorgenommen werden. Dieser Begriff soll dann mit Hilfe vorbereiteter Dreiecke aus Papier auf der enaktiven Ebene noch einmal vertieft werden. Ein Verschieben und das Überprüfen der Kongruenz von Dreiecken durch die Deckungsgleichheit ist mit Hilfe der DGS Cinderella zwar möglich, halte ich an dieser Stelle aber für übertrieben.

Die Besprechung einer Hausaufgabe aus der vorangegangenen Stunde ist nicht notwendig, da hier eine Klassenarbeit geschrieben wurde.
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	        Phase
	Unterrichtsinhalte
	Didaktisch-methodischer Kommentar
	Unterrichtsform Medien

	Problemgrund und Problemfindung

(Erarbeitung I)
	Der L. erzählt die Geschichte von einer selbst gebauten Rampe für Inline-Skates. Die SuS konstruieren am PC Dreiecke und vergleichen diese untereinander. Die Ergebnisse aus der ersten Erarbeitungsphase werden zusammengefasst und an der Tafel festgehalten.
	Die SuS werden motiviert und entwickeln die Problemstellung für die zweite Erarbeitungsphase.
	Unterrichtsgespräch, AB (Teil 1), PA, PC, Tafel

	Bearbeitung der Problemstellung

(Erarbeitung II)
	Die SuS entwickeln mit Hilfe des zugehörigen Cinderella-Arbeitsblattes Vorschläge zur eindeutigen Konstruierbarkeit einer Rampe.
	Die SuS lösen das zuvor aufgeworfene Problem.
	AB (Teil 2), PA, PC

	Sicherung I
	Die Ergebnisse der zweiten Erarbeitungsphase werden mit Hilfe der Software MindManager ProX5 gesammelt und anschließend strukturiert.
	Die SuS lernen eine Präsentations- bzw. Arbeitstechnik kennen.
	Unterrichtsgespräch, Laptop, Beamer

	Reflexion
	Die durchgeführten Schritte werden bezüglich der Anwendungsaufgabe reflektiert und vom Modell auf die Mathematik übertragen.
	Interpretation des mathematischen Modells, Übertragung auf die Wirklichkeit und Abstraktion zur mathematischen Definition der Kongruenz.
	Unterrichtsgespräch

	Ausblick
	Mit Hilfe der Mind Map sollen die SuS den weiteren Verlauf der Reihe verdeutlicht bekommen und das vorhandene Wissen einordnen.
	Transparenz über die folgenden Stunden und Aktivierung des Vorwissens.
	Unterrichtsgespräch,

Laptop, Beamer
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Arbeitsblatt: Eine lahme Rampe (Teil 1)

Die beiden Freunde Stefan und Markus telefonieren. Stefan hat mit seinem Vater eine tolle Rampe für Inline-Skates gebaut, die von beiden Seiten befahrbar ist. Markus will sich daraufhin die gleiche Rampe bauen und fragt nach den Daten.

Stefan gibt ihm die Maße der beiden Schrägen im Maßstab 1:100 an. Die Längen der beiden Schrägen betragen dann 5 cm bzw. 7 cm.

Aufgabe: Öffnet im Ordner „Die lahme Rampe“ die Datei „Rampe_1.html“ und zeichnet jeder ein Dreieck mit den oben angegebenen Maßen der Schrägen.

Vergleicht die konstruierten Dreiecke miteinander.

---------------------------------------------------------------------------------

Arbeitsblatt: Eine lahme Rampe (Teil 2)
Zwei Wochen später mailen die beiden einander. Stefan schwärmt von seiner Rampe, während Markus das Springen total langweilig findet. "Man bekommt ja fast keinen Schwung!" Stefan meint, Markus solle ihm doch mal ein Bild seiner Rampe faxen.

Stefan vergleicht eine Zeichnung seiner Rampe (Abbildung oben) mit der Zeichnung der Rampe von Markus auf dem Fax.
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Hallo Stefan!

Hier eine Skizze meiner Rampe:
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Viele Grüße

Markus

Aufgabe: Vergleicht mit Hilfe der Datei „Rampe_2.html“ die beiden Zeichnungen. Was haben die beiden falsch gemacht? Notiert eure Ideen im Heft!

Tipp: Markus kann die Rampe von Stefan nicht nachbauen. Die zwei gegebenen Seiten sind richtig, aber alles andere an seiner Rampe stimmt nicht. Was müssen die beiden noch besprechen?

Tipp: Markus braucht noch mehr Angaben als nur die zwei Seiten. Welche Angaben könnten das sein? Überlege, was Du noch aus dem Geometrieunterricht über Dreiecke weißt. Welche Bestandteile hat ein Dreieck? Kann man diese Teile messen?
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